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1. Istota i metody wnioskowania statystycznego

Metody wnioskowania o całej zbiorowości statystycznej na podstawie informacji zebranych w trakcie badania próby statystycznej (reprezentacyjnej) są przedmiotem teorii statystyki matematycznej. Proponuje ona metody, które takie wnioskowanie umożliwiają. Wnioskowanie to może dotyczyć:

1) oceny, do jakiej klasy należy rozkład badanej zmiennej,

2) wartości parametrów badanej zmiennej w populacji generalnej,

3) występowania niezależności bądź zależności określonych zmiennych.

Podejście klasyczne wyróżnia dwie metody wnioskowania:

· teorię szacowania (teorię estymacji), która daje przede wszystkim możliwość szacowania określonych parametrów populacji generalnej na podstawie próby. W tym przypadku przystępując do wnioskowania nie posiadamy żadnych pochodzących spoza próby informacji o populacji generalnej, które mogłyby znacznie uściślić wyniki wnioskowania; w rezultacie jako wynik wnioskowania przyjmujemy taki rozkład lub takie wartości parametrów, które są najbardziej naturalne dla analizowanej próby statystycznej.

· teorię weryfikacji hipotez statystycznych, gdzie statystyk z góry formułuje pewne przypuszczenia dotyczące określonych własności populacji generalnej (np. typu rozkładu zmiennych, wartości parametrów, niezależności zmiennych). Metody statystyki matematycznej umożliwiają na podstawie wyników z próby wnioskowanie o przyjęciu bądź odrzuceniu tych przypuszczeń.

Z powyższego wynika, iż omawiane metody są ściśle związane z badaniami częściowymi. Okoliczności, w jakich takie badania są prowadzone, zostały wskazane w rozdziale I.

Teoria wnioskowania statystycznego opiera się na grupie twierdzeń zwanych granicznymi. Podstawowe wśród nich to twierdzenie Lindeberga-Levy`ego: Jeśli zmienne losowe 
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są niezależne i posiadają jednakowy rozkład z wartością oczekiwaną E(x) i wariancją 
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 rozkład średniej tych zmiennych ma rozkład asymptotycznie normalny o parametrach: 
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. Twierdzenie to zasługuje na uwagę, ponieważ stwierdza „zmierzanie” rozkładu średniej z próby do rozkładu normalnego niezależnie od rozkładu populacji, z której próba została pobrana. Przyjmuje się jednak zastrzeżenie, że próba winna być dostatecznie liczna, tzn. winna liczyć powyżej 30 jednostek. Jest to reguła dość arbitralna. Większa minimalna liczebność jest wymagana, gdy rozkład w populacji daleko odbiega od rozkładu normalnego, gdy zaś jest zbliżony można przyjąć mniejszą próbę.
Szczególnym przypadkiem twierdzenia granicznego jest twierdzenie Moivre'a - Laplace'a. Zgodnie z nim rozkład normalny jest rozkładem granicznym dla rozkładu dwumianowego, gdy n rośnie nieograniczenie, co można ująć następująco: zmienna o rozkładzie dwumianowym i parametrach n oraz p przy 
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. Twierdzenie to może być formułowane jako twierdzenie lokalne lub integralne; w pierwszym przypadku, przy dużych wartościach n prawdopodobieństwa rozkładu dwumianowego mogą być obliczone za pomocą funkcji gęstości rozkładu normalnego, natomiast w drugim, dla dużych n dystrybuanta rozkładu dwumianowego może być zastąpiona dystrybuantą rozkładu normalnego. 

Wnioski wynikające z twierdzeń granicznych można ująć następująco: jeśli zmienną losową traktować jako sumę znacznej liczby zmiennych losowych, z których żadna nie posiada dominującego wpływu na wielkość tej sumy, to posiada ona najczęściej charakter rozkładu normalnego. 

W konsekwencji losowaną próbę można również traktować jako sumę zmiennych i jej rozkład dla dużych n jest zbliżony do normalnego, co praktycznie oznacza możliwość przyjęcia odpowiednich parametrów ustalonych dla próby jako parametrów rozkładu normalnego dla populacji generalnej.

2. Próba statystyczna i schematy jej losowania

Próba statystyczna, na podstawie której odbywa się wnioskowanie o populacji, może być z niej rozmaicie pobierana, a zasadniczym postulatem jest by miała ona charakter losowy. Nie może zatem mieć miejsca świadomy wybór jednostek do próby. Wnioski o populacji generalnej otrzymane na podstawie zbadanej próby są słuszne tylko wtedy, gdy próba jest podobna do populacji, z której pochodzi. O próbie, która dobrze odzwierciedla wszystkie interesujące nas własności populacji generalnej mówimy, że jest próbą reprezentatywną. Warunki, które musi spełniać taka próba, ujmuje się następująco:

· próba musi być podzbiorem populacji generalnej,

· elementy próby muszą być dobrane w sposób losowy,

· próba musi być dostatecznie liczna.

W oparciu o powyższe warunki Gliwienko sformułował następujące twierdzenie: Jeżeli próba jest dostatecznie liczna to z prawdopodobieństwem bliskim 1 mamy prawo oczekiwać, że rozkład empiryczny cechy w próbie mało różni się od rozkładu teoretycznego w populacji generalnej.

Jednym z warunków reprezentatywności próby jest losowy sposób jej pobierania, tzn. o wyborze jednostek do próby decyduje przypadek. Winien to gwarantować właściwy mechanizm doboru jednostek do próby zwany mechanizmem lub schematem losowania.
Dobry mechanizm losowania - gwarantujący uzyskanie takiej próby - winien spełniać następujące warunki:

· kryterium doboru elementów do próby winno być tak skonstruowane, aby było niezależne od tych zmiennych, które będą badane w próbie,

· kryterium doboru musi jednoznacznie określać, czy określony element populacji należy włączyć do próby, czy też z niej wykluczyć,

· kryterium doboru musi zapewniać każdemu elementowi populacji dodatnie prawdopodobieństwo trafienia do próby i wykluczać możliwość trafienia do niej elementu spoza populacji,

· w przypadku losowania bardzo dużej próby przy wykorzystaniu licznego zbioru badaczy konieczne jest ustalenie prostych zasad losowania by zapobiec pomyłkom.

Omawiane w literaturze schematy doboru jednostek do próby można podzielić na:

· arbitralne,

· losowe.

Dobór arbitralny – dobierający próbę przy jej wyborze kieruje się jedynie własną wiedzą i intuicją. Nie ma możliwości zweryfikowania słuszności doboru, a więc pobrana próba może mieć charakter tendencyjny. Jako nielosowy należy również określić dobór oparty na wiedzy ekspertów. Uzyskane w taki sposób próby mają charakter subiektywny i nie można w stosunku do wyników uzyskanych z takich prób stosować metod statystyki matematycznej, gdyż uzyskane zmienne nie muszą mieć charakteru losowego.

W praktyce najczęściej wykorzystywane są następujące losowe schematy kwalifikowania jednostek do próby:

· losowanie indywidualne ze zwracaniem, tzw. losowanie niezależne – po wylosowaniu elementu z populacji i zapisaniu wartości interesującej nas cechy powraca on do populacji; może więc on być powtórnie wylosowany; prawdopodobieństwo wylosowania każdego kolejnego elementu do próby jest stałe. Taki sposób losowania posiada następujące własności:

· każdy element populacji ma tę samą szansę (czyli to samo prawdopodobieństwo) dostania się do próby,

· wynik pierwszego i każdego kolejnego losowania nie ma wpływu na wynik następnego losowania.

Schemat ten jest stosowany przy losowaniu próby z populacji mało licznej.

· losowanie indywidualne bez zwracania tzw. losowanie zależne – element raz wylosowany nie powraca do populacji generalnej, wobec czego skład populacji po każdym losowaniu jest inny (jej liczebność jest pomniejszona o jeden); zmienia się więc prawdopodobieństwo trafienia do próby każdego kolejnego elementu (jest to istotne w przypadku populacji mało licznych). Ponieważ schematy losowania mają gwarantować jednakową szansę dostania się do próby każdego elementu populacji generalnej, to zastosowanie tego schematu w przypadku populacji bardzo licznych lub nieskończonych nie ma praktycznego wpływu na prawdopodobieństwo trafienia do próby każdego kolejnego elementu. Ten schemat losowania jest zalecany dla populacji bardzo licznych.

Porównując obie metody losowania należy stwierdzić, iż przy losowaniu próby z populacji mało licznych metoda losowania bez zwracania jest bardziej efektywna, ponieważ pozwala na uzyskanie w oparciu o próbę większej ilości informacji o badanej populacji (w przypadku losowania ze zwracaniem elementy próby mogą się powtarzać, przy losowaniu bez zwracania nie jest to możliwe). W przypadku populacji bardzo licznych sposób pobierania próby nie ma znaczenia, chociaż należy zauważyć, że metody wnioskowania statystycznego zakładają przede wszystkim zwrotny sposób pobierania próby.

W przypadku populacji skończonych efektywną metodę pobierania próby gwarantuje dobór przy wykorzystaniu tablic liczb losowych cztero- pięcio- lub sześciocyfrowych. Tablice takie zawierają liczby 4, 5, 6 –cyfrowe zgrupowane w losowej kolejności w wierszach i kolumnach. W celu pobrania próby – po ponumerowaniu jednostek, tj. sporządzeniu tzw. operatu losowania i określeniu liczebności próby - wybieramy dowolny wiersz i dowolną kolumnę, w którym rozpoczynamy odczytywanie i kolejno (w zależności od liczebności próby: jeśli jej liczebność wyraża się w dziesiątkach – bierzemy pod uwagę dwie ostatnie cyfry odczytywanej liczby, a jeśli w setkach – trzy ostatnie cyfry) typujemy jednostki do próby stosując schemat losowania ze zwracaniem (bierzemy wówczas pod uwagę jednostki o numerach powtarzających się) lub bez zwracania (w tym przypadku numery powtarzające się pomijamy). Odczytane numery, którym nie odpowiadają żadne jednostki są pomijane. Odczytywanie kończymy, gdy próba zawiera żądaną liczbę elementów.

Niezależnie od powyższych schematów próba może być pobierana drogą losowania warstwowego lub systematycznego.
Dobór warstwowy winien być stosowany wówczas, gdy populacja generalna nie jest jednorodna. Dokonywany jest podział tej populacji na rozłączne części zwane warstwami. Poszczególne warstwy winny być w miarę jednorodne. Próba losowa jest pobierana z każdej warstwy oddzielnie, a jej skład jest proporcjonalny do liczebności poszczególnych warstw. W ten sposób każda z warstw ma zapewniony udział w wylosowanej próbie.

Schemat losowania systematycznego wymaga sporządzenia uporządkowanego wykazu wszystkich jednostek populacji generalnej (tzw. operatu losowania) i nadania każdej jednostce określonego numeru: 1, 2, …, N. Dobór systematyczny polega na zakwalifikowaniu do próby co „k – tego” elementu poczynając od wylosowanego numeru pierwszej jednostki. Wielkość „k” zwana jest interwałem losowania i jest ustalana jako iloraz liczebności populacji generalnej i losowanej próby.

3. Estymacja parametryczna 

3.1. Pojęcie i własności estymatora. Metody estymacji

Parametry populacji generalnej szacowane są przy wykorzystaniu statystyk z pobranej próby. Statystyka z próby wykorzystywana do oszacowania parametru populacji generalnej (tzw. parametru estymowanego) nosi nazwę estymatora tego parametru. Estymatorem 
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określoną na próbie, która ma tę własność, że prawdopodobieństwo zdarzenia 
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= Q jest tym bliższe jedności, im większa jest liczebność próby.

Parametr estymowany i estymator są najczęściej parametrami tego samego typu, np. średnia z próby jest estymatorem średniej w populacji generalnej. Poza średnią rolę estymatorów dla odpowiednich parametrów mogą pełnić również takie statystyki, jak np. wariancja, odchylenie standardowe - w przypadku cech liczbowych. W przypadku cech opisowych może interesować nas częstość (wskaźnik struktury bądź frakcja) występowania określonej kategorii elementów w populacji generalnej.

Od estymatorów oczekuje się by spełniały one określone własności. Zalicza się do nich przede wszystkim takie jak:
· Zgodność – jest oczywiste, że im mniejsza jest liczebność próby tym trudniej jest dokonać oszacowania na jej podstawie odpowiedniego parametru populacji generalnej (z całą pewnością niższe jest w tym przypadku zaufanie do wyników takiego oszacowania). Inna jest sytuacja w przypadku próby dość licznej. Estymator będziemy uważali za zgodny, jeżeli przy wzrastającej liczebności próby (
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) prawdopodobieństwo, że bezwzględna wartość różnicy między estymatorem 
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, a parametrem estymowanym Q przekroczy dowolnie małą liczbę 
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Praktycznie relacja ta oznacza, że ze wzrostem liczebności próby wartość estymatora będzie się zbliżała do wartości szacowanego parametru.

· Nieobciążoność – wykorzystując wartości estymatora uzyskiwane z różnych prób do oszacowania parametru estymowanego można uzyskać różne jego oceny (oszacowania). Pożądane jest by oszacowania te nie zawierały błędu systematycznego tzn. nie odchylały się przeciętnie ani poniżej ani powyżej wartości tego parametru. Estymator będziemy uważali za nieobciążony, jeżeli jego wartość oczekiwana jest równa parametrowi populacji, do oszacowania którego służy. Formalnie można to zapisać:
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Praktyczny aspekt tej relacji w przypadku szacowania wartości średniej oznacza, że jeżeli będziemy powtarzali wielokrotnie pobieranie próby z populacji i obliczali średnią dla kolejnych prób, to w końcowym efekcie wartość przeciętna z tych średnich będzie się pokrywała z interesującą nas średnią dla całej populacji, czyli nie wystąpi systematyczne odchylanie się wartości estymatora od szacowanego parametru. 

· Efektywność – spośród nieobciążonych estymatorów 
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parametru Q najlepszym będzie ten, który posiada najmniejszą wariancję, gdyż gwarantuje on, że uzyskane wyniki oszacowania będą mało różniły się od faktycznej wartości szacowanego parametru. Problem ten ilustruje rys. 1. Spośród dwóch zaprezentowanych estymatorów efektywniejszy jest estymator 
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 charakteryzuje się mniejszą zmiennością. Estymator o najmniejszej wariancji spośród wszystkich możliwych nieobciążonych estymatorów parametru Q jest nazywany estymatorem najefektywniejszym. Miarą efektywności dowolnego estymatora jest iloraz wariancji estymatora najefektywniejszego i wariancji tego estymatora. Jeśli efektywność estymatora wzrasta wraz ze wzrostem liczebności próby, to o estymatorze mówimy, że jest asymptotycznie najefektywniejszy.

Rys. 1.
Efektywność estymatorów
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Źródło: opracowanie własne

· Dostateczność - estymator jest dostateczny (wystarczający), jeżeli wykorzystuje wszystkie informacje o szacowanym parametrze, które są zawarte w próbie.

Teoria szacowania parametrów obejmuje dwie metody estymacji: punktową i przedziałową. Estymacja punktowa polega na tym, że jako ocenę nieznanego parametru Q populacji generalnej przyjmujemy uzyskaną z wylosowanej próby wartość estymatora 
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. Szacowanie polega w tym przypadku na podaniu jednej konkretnej wartości liczbowej parametru estymowanego. Taki sposób postępowania oznacza, że jeśli z populacji będziemy pobierali kolejne próby, wyznaczali dla każdej z nich wartość estymatora, to można się spodziewać zróżnicowanych wartości liczbowych, a to z kolei może oznaczać, iż dla tej samej populacji istnieje kilka wartości tego samego parametru estymowanego (np. kilka wartości średnich tej samej zmiennej), co jest przecież niemożliwe. Prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia, że uzyskana z dowolnej próby wartość estymatora jest identyczna jak faktyczna wartość szacowanego parametru jest praktycznie równe zero, co można zapisać następującą relacją:
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Dyskwalifikuje ona tę metodę estymacji.

W przypadku estymacji przedziałowej, na podstawie wyników z wylosowanej próby, konstruowany jest przedział liczbowy, który z określonym z góry prawdopodobieństwem pokrywa wartość parametru estymowanego. Przedział ten jest określany mianem przedziału ufności, natomiast prawdopodobieństwo – poziomem (współczynnikiem) ufności. Poziom ufności (oznaczany dalej jako 
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) można zdefiniować jako prawdopodobieństwo, że skonstruowany przedział ufności zawiera wartość parametru estymowanego. Przyjmuje się, że prawdopodobieństwo to spełnia warunek: 
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. Istnieje określona relacja między wielkością poziomu ufności a precyzją szacowania parametru estymowanego: im wyższy jest poziom ufności, tym mniejsza precyzja szacowania (większy błąd szacunku, większa rozpiętość przedziału ufności).

Ogólny schemat postępowania w procedurze szacowania parametrów metodą przedziałową można ująć w następujących punktach:

1) z populacji generalnej losowana jest próba statystyczna,

2) na podstawie wyników uzyskanych z próby ustalana jest wartość estymatora odpowiedniego dla szacowanego parametru estymowanego,

3) zakładany jest poziom ufności 
[image: image26.wmf]a

uwzględniający wynikające z tego faktu konsekwencje w postaci określonej precyzji szacowania parametru estymowanego,

4) z tablic statystycznych odpowiedniego rozkładu odczytywana jest właściwa dla przyjętego poziomu ufności wartość statystyki teoretycznej 
[image: image27.wmf]t

t

,

5) uzyskane dla próby wartości odpowiednich parametrów oraz odczytana z tablic wielkość statystyki teoretycznej wstawiane są do odpowiedniej formuły szacowania przedziału ufności dla określonego parametru estymowanego; przedział ten zostaje określony poprzez wyznaczenie jego dolnej i górnej granicy.

Poniżej zostaną omówione metody estymacji podstawowych parametrów statystycznych.

3.2. Estymacja przedziałowa wartości średniej

W literaturze wymienia się zazwyczaj dwa modele szacowania wartości średniej ściśle powiązane z liczebnością próby, na podstawie której jest ono dokonywane, tj. modele oparte na wynikach z małej i dużej próby.

Model dla małej próby

Jako małą przyjmuje się traktować próbę o liczebności 
[image: image28.wmf]30
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n

. Estymatorem dla oszacowania wartości średniej w populacji generalnej 
[image: image29.wmf])
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 jest średnia z próby 
[image: image30.wmf]x

. Przyjmuje się założenie, że rozkład badanej zmiennej w populacji generalnej ma charakter rozkładu normalnego. Z populacji tej losowana jest próba i na podstawie uzyskanych z niej danych wyznaczana jest wartość średnia 
[image: image31.wmf]x

i odchylenie standardowe 
[image: image32.wmf])
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s

. Z góry zakładany jest poziom ufności 
[image: image33.wmf]a

. Przedział ufności dla wartości średniej 
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 w populacji generalnej szacowany jest według wzoru:
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Występująca w powyższym wzorze wielkość 
[image: image36.wmf]t

t

 jest wartością statystyki odczytywaną z tablic rozkładu t Studenta dla 
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 oraz 
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. Uzyskany przedział z prawdopodobieństwem równym poziomowi ufności pokrywa nieznaną wartość średnią w populacji generalnej. Warto zwrócić uwagę, iż otrzymany przedział jest symetryczny względem średniej z próby.

Należy zaznaczyć, iż błędna byłaby interpretacja, że szacowana średnia znajduje się w uzyskanym przedziale z prawdopodobieństwem równym 
[image: image39.wmf]a

, ponieważ to przedział jest zmienny, a nie szacowana wartość średnia (ona jest wielkością stałą). Uwaga ta dotyczy estymacji wszelkich parametrów szacowanych metodą przedziałową. 

Przykład 1.

W badaniach rozwoju czytelnictwa wśród młodzieży szkolnej dla losowej próby 15 uczniów klas I – III pewnej szkoły zebrano informacje dotyczące liczby przeczytanych książek w roku szkolnym. Otrzymano następujące informacje: 2; 6; 12; 10; 5; 4; 20; 22; 10; 15; 9; 8; 21; 14.; 7; Zakładając, że rozkład przeczytanej liczby książek w całej populacji uczniów jest zbliżony do normalnego - przy poziomie ufności 0,98 - oszacować metodą przedziałową średnią liczbę przeczytanych książek dla tej populacji.

Rozwiązanie

Wylosowana próba jest mała, a więc dla oszacowania przedziału ufności wykorzystamy formułę 1. W pierwszej kolejności wymaga ona wyznaczenia średniej i odchylenia standardowego liczby przeczytanych książek w próbie. Korzystając z odpowiednich wzorów otrzymujemy:
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Dla przyjętego poziomu ufności odczytujemy z tablic rozkładu t Studenta (tablica 2. w Aneksie) wartość statystyki teoretycznej 
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. Wynosi ona 2,624. Uzyskane wielkości podstawiamy do podanej formuły :
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Przedział ufności o końcach 6,7 i 15,3 książek z prawdopodobieństwem 0,98 zawiera nieznaną średnią liczbę przeczytanych książek przez wszystkich uczniów klas I – III tej szkoły. 

Zauważmy, że przedział ten jest symetryczny względem średniej z próby równej 11 książek; połowa jego rozpiętości, tj. 
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 jest określana mianem maksymalnego błędu szacunku bądź tolerancją lub precyzją szacowania (oznaczana jest zwykle jako d).
Model dla dużej próby

Wylosowana próba winna posiadać liczebność przekraczającą 30 elementów. Przyjmuje się – podobnie jak w poprzednim modelu - założenie o normalnym rozkładzie populacji generalnej. Na podstawie wyników uzyskanych z próby ustalana jest średnia 
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i odchylenie standardowe 
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. Z góry zakładany jest poziom ufności 
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. Przedział ufności dla średniej 
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 w populacji generalnej szacowany jest według wzoru:
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gdzie: 
[image: image54.wmf]t

t

 jest wartością statystyki odczytywaną z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego dla prawdopodobieństwa 
[image: image55.wmf]2

a

.

Przykład 2.

W badaniach struktury wydatków gospodarstw domowych zebrano m. in. informacje dotyczące wydatków na zakup artykułów przemysłowych. Dla losowej próby 200 gospodarstw uzyskano roczne kwoty wydatków na zakup tych artykułów podane w tablicy 1.

Tablica 1. Gospodarstwa domowe miasta „K” według rocznej kwoty wydatków na zakup artykułów przemysłowych 
	Kwota wydatków w zł
	Liczba gospodarstw

	500 - 1000
	40

	1000 – 1500
	65

	1500 - 2000
	55

	2000 – 2500
	30

	2500 - 3000
	10


Źródło: Dane umowne

Zakładając, że w całej populacji gospodarstw wydatki te mają charakter rozkładu normalnego przy poziome ufności 0,99 oszacować metodą przedziałową średnie roczne wydatki na zakup artykułów przemysłowych 
w całej populacji gospodarstw domowych.

Rozwiązanie

Z uwagi na dużą próbę oszacowania przedziału ufności dla średniej dokonamy zgodnie z wzorem 2. W poniższej tablicy roboczej wykonano obliczenia pomocnicze dla ustalenia wartości średniej
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i odchylenia standardowego 
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	500 - 1000
	40
	30.000
	- 762,5
	23.255.487,5

	1000 – 1500
	65
	81.250
	- 262,5
	4.478.643,75

	1500 - 2000
	55
	96.250
	237,5
	3.102.581,25

	2000 – 2500
	30
	67.500
	737,5
	16.317.925,0

	2500 - 3000
	10
	27.500
	1237,5
	15.315.300,0

	Razem
	200
	302.500
	X
	62.469.937,5


Otrzymujemy:

[image: image61.wmf]50

,

1512

200

302500

=

=

x

zł


[image: image62.wmf](

)

9

,

558

200

5

,

62469937

=

=

x

s

zł

Z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego (tablica 1. w Aneksie) odczytujemy 
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; jako wartość najbardziej zbliżoną do tej wielkości przyjmujemy 0,4951, której odpowiada 
[image: image65.wmf]t
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=2,58. Podstawiając uzyskane wielkości do wzoru 2 otrzymujemy:
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Otrzymany przedział z prawdopodobieństwem 0,99 pokrywa nieznaną średnią roczną kwotę wydatków na zakup artykułów przemysłowych przez wszystkie gospodarstwa domowe.

3.3. Wyznaczanie minimalnej liczebności próby w procedurze szacowania wartości średniej
Jest to problem często występujący w badaniach statystycznych. Pojawia się pytanie, jak liczną próbę należałoby zbadać, by uzyskać zadowalające wyniki oszacowania określonego parametru. W przypadku szacowania wartości średniej problem ten można ująć następująco: jaka winna być minimalna liczebność pobranej próby, by przy założonym poziomie ufności oszacować wartość średnią dla populacji generalnej z żądaną dokładnością (precyzją)? Proponowana procedura przyjmuje założenie, że rozkład populacji generalnej jest normalny, a jego parametry nieznane. Z populacji tej losowana jest wstępna mała próba o liczebności n. Na podstawie wyników z tej próby określana jest wariancja o postaci:
	
[image: image69.wmf](

)

(

)

1

ˆ

2

2

-

-

=

å

n

x

x

x

s

i

i

 w przypadku szeregu szczegółowego
	3


lub o postaci

	
[image: image70.wmf](

)

(

)

1

·

ˆ

2

2

-

-

=

å

n

n

x

x

x

s

i

i

i

 w przypadku szeregu  rozdzielczego
	4


Zakładany jest poziom ufności 
[image: image71.wmf]a

oraz żądana dokładność szacunku wartości średniej d. Minimalną liczebność próby wyznaczamy z wzoru:
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Występującą w podanym wzorze wartość statystyki 
[image: image73.wmf]t

t

odczytujemy z tablic rozkładu t Studenta dla 
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 oraz 
[image: image75.wmf]a
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. Z uwagi na fakt, że liczebność próby musi być liczbą całkowitą w związku z tym – w przypadku konieczności - dokonujemy zawsze jej zaokrąglenia do pełnej jednostki w górę.

Przykład 3.

Traktując wylosowaną w przykładzie 1 próbę uczniów jako próbę wstępną ustalić, jaka minimalna liczba uczniów pozwoliłaby oszacować średnią miesięczną liczbę przeczytanych książek dla wszystkich uczniów klas I – III z błędem maksymalnym 2 książki przy poziomie ufności 0,95.

Rozwiązanie

Na podstawie wyników z próby wstępnej ustalamy zgodnie z wzorem 3 wariancję 
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Z tablic rozkładu t Studenta odczytujemy wartość statystyki 
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Podstawiając te wielkości do wzoru 5.5 otrzymujemy:
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Oznacza to, że dla oszacowania średniej liczby przeczytanych książek z błędem maksymalnym 2 książek przy poziomie ufności 0,95 należy wylosować do próby co najmniej 46 uczniów (wynik zaokrąglamy w górę). Do próby wstępnej należy wobec tego „dolosować” jeszcze 31 uczniów.

3.4. Estymacja przedziałowa wskaźnika struktury

W przypadku cechy opisowej – gdy określanie typowych parametrów statystycznych jest niemożliwe – procedura szacowania może dotyczyć udziału określonego wariantu tej cechy w populacji generalnej. W tym celu z populacji tej losowana jest duża próba (
[image: image82.wmf]100
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), dla której określa się wskaźnik struktury o postaci 
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, gdzie m jest liczbą wyróżnionych w próbie elementów, a n jej liczebnością. Zakładany jest poziom ufności 

[image: image84.wmf]a

. Przedział ufności dla wskaźnika struktury (p) w populacji generalnej wyznaczany jest według formuły:
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Występującą w podanym wzorze wartość statystyki 
[image: image86.wmf]t

t

 odczytujemy z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego dla 
[image: image87.wmf]2
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Przykład 4.

W badaniach warunków socjalnych studentów pewnej uczelni zebrano między innymi informacje dotyczące miejsca ich zamieszkania w okresie studiów. Uzyskano dane ujęte w tablicy 2.

Tablica 2. Studenci Akademii Medycznej w „K” według miejsca zamieszkania w czasie studiów 

	Miejsce zamieszkania
	Liczba studentów

	Dom studencki
	120

	                 Stancja
	60

	                 Dom rodzinny
	40

	Razem
	220


Źródło: Dane umowne

Przyjmując poziom ufności 0,95 oszacować metodą przedziałową:

a) udział studentów zamieszkujących w domu studenckim,

b) udział studentów zamieszkujących poza domem rodzinnym.

Rozwiązanie

ad. a) W celu oszacowania przedziału ufności dla wskaźnika struktury wykorzystamy wzór 6. Wymaga on wyznaczenia z próby wskaźnika struktury dla studentów zamieszkujących w domu studenckim. Wskaźnik ten wynosi
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Z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego odczytujemy wartość statystyki 
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Wyrażając końce przedziału w procentach otrzymujemy:
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Przedział liczbowy o końcach 47,86 % i 61,24 % z prawdopodobieństwem 0,95 zawiera nieznany udział studentów tej uczelni zamieszkujących w domu studenckim.

ad. b) W stosunku do punktu a zmianie ulegnie wskaźnik struktury dla próby i wyniesie on:
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Wartość 
[image: image96.wmf]t
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 będzie identyczna jak wyżej. Podstawiając otrzymane wielkości do wzoru 6 otrzymujemy
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 a w ujęciu procentowym:
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Uzyskany wynik oznacza, że przedział o końcach 76,66 % i 86,98 % z ufnością 0,95 zawiera nieznany udział studentów tej uczelni zamieszkujących w czasie studiów poza domem rodzinnym.

3.5. Estymacja przedziałowa wariancji i odchylenia standardowego

Z uwagi na ścisłe powiązania obu parametrów ich szacowanie odbywa się zwykle łącznie. W zależności od wielkości próby, na podstawie której dokonywane jest ono, można wyróżnić dwa modele postępowania.

Model oparty na wynikach z małej próby

Zakłada się, że populacja generalna posiada rozkład normalny. Z populacji tej losowana jest mała próba (
[image: image101.wmf]30
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). Na jej podstawie ustalana jest wariancja 
[image: image102.wmf](
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uzyskanych wyników. Stanowi ona estymator dla szacowanej wariancji populacji generalnej. Zakładany jest poziom ufności 
[image: image103.wmf]a

. Przedział ufności dla wariancji populacji generalnej szacowany jest według wzoru:
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gdzie: 
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t

są wartościami statystyki teoretycznej odczytywanymi z tablic rozkładu 
[image: image107.wmf]2

c

(chi-kwadrat) przy założonym poziomie ufności odpowiednio:

- 
[image: image108.wmf]1

t

t

 dla 
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 oraz 
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[image: image113.wmf]2

1

a

+

. 

W celu uzyskania przedziału ufności dla odchylenia standardowego wyznaczamy pierwiastki kwadratowe z końców przedziału oszacowanego dla wariancji (korzystamy tu z oczywistej relacji zachodzącej między tymi parametrami).

Przykład 5. 

Na wylosowanej grupie 10 dzieci w wieku przedszkolnym przeprowadzono test pamięci. Otrzymano następujący rozkład liczby zapamiętanych przez nie elementów: 15; 34; 45; 32; 18; 52; 25; 50; 40; 29. Zakładając, że w populacji generalnej rozkład liczby zapamiętanych elementów ma charakter rozkładu normalnego oszacować granice przedziału ufności dla wariancji i odchylenia standardowego liczby zapamiętanych elementów przy poziomie ufności 0,96

Rozwiązanie

Ze względu na małą próbę korzystamy z podanej wyżej procedury postępowania. Na podstawie uzyskanych wyników z próby ustalamy w pierwszej kolejności średnią 
[image: image114.wmf]x

, a następnie wariancję 
[image: image115.wmf](
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 liczby zapamiętanych elementów. Wartość średnia wyniesie:


[image: image116.wmf]34

10

340

=

=

x

 elementy

zaś wariancja (wyznaczona według wzoru dla szeregu szczegółowego):
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Dla przyjętego poziomu ufności z tablic rozkładu 
[image: image118.wmf]2

c

odczytujemy:
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Uzyskane wielkości podstawiamy do formuły 7 i otrzymujemy:
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Oszacowany przedział o końcach 74,39 i 578,2 (elementów)2 zawiera wariancję liczby zapamiętanych elementów dla wszystkich dzieci w wieku przedszkolnym przy poziomie ufności 0,96. 

Przedział ufności dla odchylenia standardowego liczby zapamiętanych elementów uzyskamy ustalając pierwiastki kwadratowe z końców oszacowanego powyżej przedziału. Otrzymujemy:


[image: image127.wmf](

)

2

,

578

39

,

74

<

<

x

s



[image: image128.wmf](
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Przedział o końcach 8,6 i 24 elementy z prawdopodobieństwem 0,96 zawiera nieznane odchylenie standardowe liczby zapamiętanych elementów przez wszystkie dzieci w wieku przedszkolnym.

Model dla dużej próby

Model ten również zakłada, że populacja generalna ma rozkład co najmniej zbliżony do normalnego. W odróżnieniu od poprzedniego modelu losowana jest w tym przypadku duża próba (
[image: image129.wmf]30
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n

) i na jej podstawie ustalana jest wartość odchylenia standardowego 
[image: image130.wmf](
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. Zakładany jest poziom ufności 
[image: image131.wmf]a

. Przedział ufności dla odchylenia standardowego populacji generalnej szacowany jest według formuły:
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gdzie: 
[image: image133.wmf]t

t

 jest wartością statystyki odczytaną z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego dla 
[image: image134.wmf]2

a

.

Korzystając z relacji zachodzącej między odchyleniem standardowym a wariancją przedział ufności dla wariancji populacji generalnej uzyskamy ustalając kwadraty końców przedziału oszacowanego dla odchylenia standardowego. 

Przykład 6.

W badaniach dostępności pacjentów do lekarzy - specjalistów na terenie miasta „K” zebrano informacje dotyczące czasu ich oczekiwania na wizytę u lekarza. Otrzymano dane ujęte w poniższej tablicy.

Tablica 3. Pacjenci według czasu oczekiwania ( w dniach) na wizytę u lekarza specjalisty w mieście „K”.

	Czas oczekiwania w dniach
	Liczba pacjentów

	0 – 5
	20

	5 - 15
	30

	15 - 30
	25

	Razem
	75


Źródło: Dane umowne

Zakładając poziom ufności 0,90 oszacować metodą przedziałową odchylenie standardowe i wariancję czasu oczekiwania pacjentów na wizytę u lekarza specjalisty.

Rozwiązanie

Z uwagi na dużą próbę dla oszacowania przedziału ufności dla odchylenia standardowego i wariancji wykorzystamy formułę 5.8. Na podstawie danych zawartych w tablicy 3 obliczamy odchylenie standardowe 
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 czasu oczekiwania z próby. Obliczenia pomocnicze zawarto w poniższej tablicy roboczej

	Czas oczekiwania w dniach
	Liczba pacjentów
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	0 – 5
	20
	50
	- 9,7
	1872,1

	5 - 15
	30
	300
	- 2,2
	145,2

	15 - 30
	25
	562,5
	10,3
	2662,55

	Razem
	75
	912,5
	X
	4679,85


Otrzymujemy 
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Z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego odczytujemy wartość statystyki 
[image: image141.wmf]t
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 dla 
[image: image142.wmf]45
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; jako wartość najbliższą tej wielkości przyjmijmy 0,4505, co oznacza przyjęcie 
[image: image143.wmf]t

t

 = 1,65. Na podstawie wzoru 8, w pierwszej kolejności oszacujemy przedział ufności dla odchylenia standardowego. Będzie on wynosił:
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Przedział liczbowy o końcach 7 i 9,1 dni z ufnością 0,90 pokrywa odchylenie standardowe czasu oczekiwania na wizytę u lekarza specjalisty dla wszystkich pacjentów.

Przedział ufności dla wariancji czasu oczekiwania otrzymamy ustalając kwadraty końców powyższego przedziału. Otrzymamy:
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[image: image148.wmf](
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Przedział liczbowy 49 – 82,8 (dni)2 z ufnością 0,90 zawiera wariancję czasu oczekiwania na wizytę u lekarza specjalisty dla wszystkich pacjentów.

3.6. Estymacja przedziałowa współczynnika korelacji

Badanie współzależności cech statystycznych odbywa się najczęściej w warunkach badań częściowych, co oznacza, iż interpretacja uzyskanych wyników odnosi się do badanej próby. Zasadne jest w tej sytuacji postawienie pytania: Jakie – wobec tego - natężenie i kierunek współzależności występują pomiędzy badanymi zmiennymi w przypadku populacji generalnej? Odpowiedzi na to pytanie udzielimy dokonując oszacowania przedziału ufności dla współczynnika korelacji dla tej populacji. 

Zakłada się, że rozkład badanych cech (koniecznie liczbowych) w populacji generalnej ma rozkład w przybliżeniu normalny, a związek między nimi jest prostoliniowy. Z populacji tej losowana jest duża próba (co najmniej kilkaset elementów), a wyniki dla niej uzyskane ujmowane są w formie tablicy korelacyjnej. Dla tak ujętych wyników ustalane jest natężenie i kierunek zależności między badanymi cechami za pomocą współczynnika korelacji liniowej Pearsona. Następnie przyjmowane jest założenie o wielkości poziomu ufności 
[image: image149.wmf]a

. Przedział ufności dla współczynnika korelacji szacowany jest według wzoru:
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gdzie: 
[image: image151.wmf]P

r

 – współczynnik korelacji liniowej Pearsona ustalony dla próby,


[image: image152.wmf]r

(czytaj: ro) – współczynnik korelacji liniowej Pearsona dla populacji generalnej,


[image: image153.wmf]t

t

 - wartość statystyki odczytywana z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego dla 
[image: image154.wmf].

2

a


Oszacowany przedział z prawdopodobieństwem równym poziomowi ufności pokrywa nieznaną wartość współczynnika korelacji dla populacji generalnej.

Przykład 7.

W pewnym badaniu socjologicznym zebrano m. in. informacje dotyczące wieku kobiet i mężczyzn wstępujących w związek małżeński. Dla wylosowanych 200 par małżeńskich stwierdzono, iż pomiędzy badanymi cechami występuje zależność mierzona współczynnikiem korelacji liniowej Pearsona równa + 0,75. Przy poziomie ufności 0,99 oszacować metodą przedziałową współczynnik korelacji dla wieku wszystkich kobiet i mężczyzn zawierających związek małżeński.

Rozwiązanie

Przedział ufności dla współczynnika korelacji oszacujemy zgodnie z formułą 9. Dla przyjętego współczynnika ufności z tablic rozkładu normalnego odczytujemy 
[image: image155.wmf]=

t

t

 2,58.

Podstawiając odpowiednie dane do wzoru otrzymujemy
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Przedział liczbowy o końcach 0,67 i 0,83 z prawdopodobieństwem 0,99 zawiera współczynnik korelacji wieku kobiet i mężczyzn zawierających związek małżeński.
4. Weryfikacja hipotez statystycznych

4.1. Istota procedury hipotez statystycznych

Weryfikacja hipotez statystycznych stanowi drugą metodę wnioskowania statystycznego. Mianem hipotezy statystycznej określa się jakiekolwiek przypuszczenie dotyczące rozkładu populacji generalnej. Dokonując weryfikacji postawionej hipotezy rozstrzygamy o jej słuszności. Procedura weryfikacji odbywa się przy wykorzystaniu narzędzi statystycznych zwanych testami. Szczególnie miejsce wśród nich zajmują testy istotności. Procedura tego typu testów pozwala, na podstawie wyników uzyskanych z próby losowej, na podjęcie jednej z dwóch alternatywnych decyzji:

a) o odrzuceniu hipotezy sprawdzanej,

b) o stwierdzeniu braku podstaw do jej odrzucenia. 

Praktycznie oznacza to, że upoważniają one do odrzucenia sprawdzanej hipotezy, gdy jest ona fałszywa, natomiast nie dają podstaw do stwierdzenia, że postawiona hipoteza może być uznana za prawdziwą. Pierwsza z decyzji ma charakter jednoznaczny, należy jednak zauważyć, iż jest ona podejmowana jedynie w oparciu o wyniki uzyskane z próby. Zakładać więc należy możliwość podjęcia decyzji błędnej polegającej na odrzuceniu hipotezy pomimo, że jest ona prawdziwa (błąd ten określany jest mianem błędu pierwszego rodzaju). Prawdopodobieństwo popełnienia tego błędu określane jest mianem poziomu istotności i będziemy je oznaczali jako 
[image: image159.wmf]a

-

1

. Przyjmuje się, że jest to prawdopodobieństwo nie większe od 0,10, a jego wielkość jest ustalana przez prowadzącego badanie.

Algorytm postępowania w procedurze weryfikacji hipotez przy wykorzystaniu testu istotności można ująć w następujących punktach:

1) stawiamy hipotezę zerową i konkurencyjną wobec niej hipotezę alternatywną; w zależności od postaci hipotezy alternatywnej wykorzystywany jest test dwustronny bądź jednostronny (prawo- lub lewostronny); należy tu dodać, że w przypadku testu istotności hipoteza zerowa jest zawsze formułowana w postaci równości,

2) arbitralnie przyjmujemy poziom istotności 
[image: image160.wmf]a

-

1

, 

3) z populacji generalnej losowana jest próba statystyczna i na podstawie wyników z tej próby ustalana jest wartość statystyki empirycznej 
[image: image161.wmf]emp

t

,

4) dla przyjętego poziomu istotności – z odpowiednich tablic – odczytywana jest wartość statystyki teoretycznej 
[image: image162.wmf]t

t

 określanej również mianem wartości krytycznej,

5) porównujemy wartości statystyki empirycznej i teoretycznej i w przypadku:

a) testu dwustronnego;

- jeśli 
[image: image163.wmf]t

emp

t

t

³

 podejmujemy decyzję o odrzuceniu hipotezy zerowej,

- jeśli 
[image: image164.wmf]t

emp

t

t

<

 stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej,

b) testu prawostronnego:

- jeśli 
[image: image165.wmf]t

emp

t

t

³

 podejmujemy decyzję o odrzuceniu hipotezy zerowej,

- jeśli 
[image: image166.wmf]t

emp

t
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 stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej,

c) testu lewostronnego:

- jeśli 
[image: image167.wmf]t

emp

t

t
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£

 podejmujemy decyzję o odrzuceniu hipotezy zerowej,

- jeśli 
[image: image168.wmf]t

emp

t
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>

 stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Procedura weryfikacji hipotez, a zwłaszcza ostatnia z wymienionych czynności może być również zilustrowana graficznie. Wówczas dla przyjętej postaci hipotezy alternatywnej konstruowany jest tzw. obszar krytyczny odpowiadający poziomowi istotności. Ilustruje to poniższy rys.5.2. 

W przypadku (a) mamy do czynienia z testem dwustronnym i odpowiadającym mu położeniem obszaru krytycznego. Przypadek (b) odpowiada testowi prawostronnemu i takiemu również położeniu obszaru krytycznego, zaś przypadek (c) testowi lewostronnemu i odpowiedniemu położeniu obszaru krytycznego. Jeśli ustalona na podstawie próby wartość statystyki empirycznej „wpada” w obszar krytyczny wówczas podejmowana jest decyzja o odrzuceniu hipotezy zerowej, w przeciwnym przypadku brak jest podstaw do jej odrzucenia. 

Jakkolwiek podany wyżej algorytm postępowania ma charakter ogólny, to jednak wymienione czynności są charakterystyczne dla wszystkich niżej omówionych przypadków weryfikacji hipotez.

Rys. 2. Relacje między postacią hipotezy alternatywnej

a położeniem obszaru krytycznego
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4.2. Weryfikacja hipotezy dla wartości średniej
Celem postępowania jest sprawdzenie hipotezy dotyczącej wartości średniej w populacji generalnej. Przyjmuje się założenie, że populacja ta ma charakter rozkładu normalnego o nieznanej średniej i odchyleniu standardowym. W zależności od wielkości losowanej z tej populacji próby wyróżnia się dwa modele postępowania.

Model dla małej próby

Kolejne czynności wykonujemy zgodnie z podanym wyżej algorytmem postępowania.

1) stawiamy hipotezę zerową o postaci:
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i jedną z niżej wymienionych hipotez alternatywnych:

a) 
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b) 
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c) 
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gdzie: 
[image: image174.wmf]-
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wartość średnia dla populacji generalnej,


[image: image175.wmf])

(

0

x

E

– założona hipotetyczna wartość średnia.

W przypadku uwzględnienia pierwszej wersji hipotezy alternatywnej postępowanie będzie się odbywało przy wykorzystaniu testu dwustronnego, drugiej – testu prawostronnego, trzeciej – lewostronnego.
2) zakładamy poziom istotności 
[image: image176.wmf]a
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,

3) z populacji generalnej losujemy małą próbę o liczebności 
[image: image177.wmf]30
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i na podstawie uzyskanych z niej wyników wyznaczamy wartość średnią 
[image: image178.wmf]x

i odchylenie standardowe 
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. Parametry te wykorzystujemy do wyznaczenia statystyki empirycznej zgodnie z wzorem:
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4) z tablic rozkładu t Studenta odczytujemy wartość statystyki teoretycznej 
[image: image181.wmf]t

t

według reguły:

- w przypadku testu dwustronnego: dla 
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 oraz poziomu istotności 
[image: image183.wmf]a
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1

,

- w przypadku testu jednostronnego: dla 
[image: image184.wmf]1
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k

 oraz 2·(
[image: image185.wmf]a

-

1

).

5) zgodnie z podanymi zasadami podejmujemy decyzję odnośnie sprawdzanej hipotezy.

Przykład 8.

Dokonując analizy przestępczości nieletnich dla wylosowanej próby zgromadzono m. in. informacje dotyczące ich wieku. Uzyskano następujące dane (wiek w latach): 17; 16; 18; 15; 17; 19; 16; 15; 17; 14; 13; 15; 16; 14; 18. Zakładając, że rozkład wieku nieletnich przestępców ma charakter rozkładu normalnego przy poziomie istotności 0,01 zweryfikować hipotezę, iż średni wiek dla całej ich populacji jest równy 17 lat.

Rozwiązanie

Zgodnie z procedurą stawiamy hipotezy o postaci:


[image: image186.wmf](
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W treści zadania założono poziom istotności 
[image: image188.wmf]a
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1

= 0,01. Na podstawie wyników z próby ustalamy średnią i odchylenie standardowe wieku nieletnich przestępców:
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Na podstawie ustalonych parametrów wyznaczamy wartość statystyki empirycznej według wzoru 10:


[image: image191.wmf]=
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Przy założonym poziomie istotności odczytujemy z tablic rozkładu t Studenta (tablica 2. w Aneksie) wartość statystyki teoretycznej 
[image: image192.wmf]t

t

 dla k = 15 – 1 = 14 oraz 
[image: image193.wmf]a
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1

= 0,01, ponieważ test ma charakter dwustronny. Wynosi ona 2,977. Zachodzi zatem relacja 
[image: image194.wmf]t
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, co oznacza, że nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. W tej sytuacji przy poziomie istotności 0,01 można twierdzić, że średni wiek nieletnich przestępców wynosi 17 lat.

Model dla dużej próby.

Czynności wstępne oznaczone wyżej jako 1 i 2 są identyczne jak w poprzednim modelu. W dalszej kolejności z populacji generalnej losowana jest duża próba o liczebności 
[image: image195.wmf]30
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i na podstawie uzyskanych danych ustalana jest wartość średnia 
[image: image196.wmf]x

 i odchylenie standardowe 
[image: image197.wmf](
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, a następnie wartość statystyki empirycznej według wzoru:
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Dla przyjętego poziomu istotności z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego ustalana jest wartość statystyki teoretycznej 
[image: image199.wmf]t

t

 zgodnie z regułą:
- w przypadku testu dwustronnego: 
[image: image200.wmf]t
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 odczytywane jest dla 
[image: image201.wmf]2
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- w przypadku testu jednostronnego: 
[image: image202.wmf]t
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 odczytujemy dla 
[image: image203.wmf](
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Decyzja o odrzuceniu hipotezy zerowej bądź stwierdzeniu braku podstaw do takiej decyzji podejmowana jest jak w podanym algorytmie.

Przykład 9. 

Zebrano informacje dla grupy kierowców, którzy w okresie ostatnich 8 lat na terenie miasta „K” spowodowali wypadek drogowy znajdując się pod wpływem alkoholu. Uzyskano następujące zestawienie:
	Poziom alkoholu we krwi
 (w promilach)
	Liczba kierowców

	0,40 – 1,0
	15

	1,0 – 1,6
	120

	1,6 – 2,2
	180

	2,2 – 2,8
	85


Zakładając, że badana populacja ma charakter rozkładu normalnego przy poziomie istotności 0,05 zweryfikować hipotezę, że średnie stężenie alkoholu we krwi w całej populacji nietrzeźwych kierowców, którzy spowodowali wypadek drogowy, jest większe od 2,3 promila.

Rozwiązanie

Stawiane hipotezy będą miały postać:
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Założony poziom istotności wynosi 0,05. Dla wyznaczenia wartości statystyki empirycznej na podstawie uzyskanych danych ustalamy średnią 
[image: image206.wmf]x

i odchylenie standardowe 
[image: image207.wmf](
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 stężenia alkoholu we krwi kierowców. Obliczenia pomocnicze zawarto w tablicy roboczej.
	Poziom alkoholu we krwi (w promilach)
	Liczba

kierowców
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	0,40 – 1,0
	15
	10,5
	18,15

	1,0 – 1,6
	120
	156,0
	30,0

	1,6 – 2,2
	180
	342,0
	1,8

	2,2 – 2,8
	85
	212,5
	41,65

	Razem
	400
	721
	91,6


Otrzymujemy:
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Statystykę empiryczną obliczamy według wzoru 11:
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Z tablic rozkładu normalnego odczytujemy wartość statystyki teoretycznej 
[image: image213.wmf]t
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 dla 
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(test ma charakter prawostronny). Wynosi ona 1,65. Zachodzi relacja:
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, a więc nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, że średnie stężenie alkoholu we krwi nietrzeźwych kierowców, którzy spowodowali wypadek jest równe 2,3 promila.

4.3. Weryfikacja hipotezy dla dwóch średnich

Test dla dwóch średnich dotyczy weryfikacji hipotezy o równości średnich w dwóch populacjach o rozkładzie normalnym. W zależności od wielkości wylosowanych z tych populacji prób wyróżnia się dwa modele postępowania.

Model oparty na wynikach z dwóch małych prób.

Zakłada się, że rozkłady obu populacji są normalne o nieznanych wartościach średnich i nieznanych, ale jednakowych odchyleniach standardowych. Procedura weryfikacji odbywa się według następującego schematu:

1) stawiana jest hipoteza zerowa o postaci 
[image: image216.wmf](
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i jedna z niżej podanych postaci hipotezy alternatywnej:
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gdzie: 
[image: image220.wmf](
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 są hipotetycznymi wartościami średnimi dla pierwszej i drugiej populacji.

2) zakładany jest poziom istotności 
[image: image222.wmf]a

-

1

,

3) z obu populacji generalnych losujemy dwie małe próby o liczebnościach 
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; na ich podstawie wyznaczamy wartości średnie 
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, a w dalszej kolejności wartość statystyki empirycznej według wzoru
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Dla przyjętego poziomu istotności z tablic rozkładu t Studenta odczytujemy wartość statystyki teoretycznej według zasady:

a) dla testu dwustronnego: dla 
[image: image230.wmf]2
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 oraz poziomu istotności 
[image: image231.wmf]a
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b) dla testu jednostronnego: dla 
[image: image232.wmf]2
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 oraz 2·(
[image: image233.wmf]a
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Decyzję dotyczącą sprawdzanej hipotezy podejmujemy zgodnie z podanymi wskazówkami ogólnymi.

Przykład 10.

W badaniach absencji pracowniczej w pewnym przedsiębiorstwie w miesiącu lipcu zebrano informacje dla dwóch wylosowanych grup pracowników. Dla grupy 10 kobiet uzyskano następującą liczbę dni nieobecności w pracy: 0; 2; 3; 5; 7; 6; 8; 3; 5;1, natomiast dla próby 12 mężczyzn odpowiednio: 0; 1; 2; 3; 2; 4; 3; 4; 7; 5; 6; 0. Na poziomie istotności 0,05 zweryfikować hipotezę, że średnia dni nieobecności w pracy kobiet jest wyższa niż mężczyzn.

Rozwiązanie

Zgodnie z podanym schematem postępowania na wstępie stawiamy hipotezy o postaci 
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gdzie: subskryptem „1” oznaczono populację kobiet, natomiast „2” populację mężczyzn.

Zakładamy poziom istotności 
[image: image236.wmf]a

-

1

= 0,05

Wartość statystyki empirycznej wyznaczamy według wzoru 12, co wymaga wyznaczenia średnich i wariancji absencji dla obu prób: 

- dla kobiet: 
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- dla mężczyzn: 
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Podstawiając uzyskane wielkości do wzoru 12 uzyskujemy wartość statystyki empirycznej:
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Z tablic rozkładu t Studenta odczytujemy wartość statystyki 
[image: image243.wmf]t
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 oraz 2*0,05 = 0,10 (z uwagi na fakt, że wykorzystujemy test jednostronny) i otrzymujemy 
[image: image245.wmf]t
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Ponieważ zachodzi relacja 
[image: image246.wmf]t
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 wobec tego przy poziomie istotności 0,05 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, że średnia absencja kobiet jest identyczna jak absencja mężczyzn.

Model oparty na wynikach z dwóch dużych prób

Przyjmuje się, podobnie jak w poprzednim modelu, że obie populacje generalne posiadają rozkład normalny o nieznanych wariancjach. Po postawieniu hipotezy zerowej i alternatywnej i założeniu określonego poziomu istotności 
[image: image247.wmf]a
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 z obu populacji generalnych losowane są dwie duże próby o liczebnościach 
[image: image248.wmf]1
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2

>

n

. Na podstawie danych dla obu prób ustalamy średnie arytmetyczne 
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. Parametry te wykorzystujemy do wyznaczenia statystyki empirycznej według wzoru
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Wartość statystyki teoretycznej 
[image: image255.wmf]t

t

 odczytujemy z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego:

a) w przypadku testu dwustronnego - dla 
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b) w przypadku testu jednostronnego - dla 
[image: image257.wmf](

)

a

-

-

1

5

,

0

. 

Końcowa czynność polegająca na podjęciu odpowiedniej decyzji odnośnie hipotezy zerowej jest podejmowana zgodnie z wcześniej podanymi zasadami.

Przykład 11.

W badaniach efektywności szkolenia zawodowego pracowników bezpośrednio produkcyjnych w pewnym przedsiębiorstwie dla losowo wybranej próby 60 pracowników dokonano pomiaru ich wydajności pracy (w szt./zmianę) przed i po przejściu szkolenia. Uzyskano dane ujęte w tablicy 4.

Tablica 4. Pracownicy przedsiębiorstwa „Z” według wydajności pracy

	Wydajność pracy w szt./zmianę
	Liczba pracowników

	
	przed szkoleniem
	po szkoleniu

	10 – 14
	28
	5

	14 - 18
	18
	20

	18 - 22
	12
	25

	22 - 26
	2
	10


Źródło: Dane umowne

Zakładając, że w całej populacji pracowników wydajność pracy ma rozkład zbliżony do normalnego przy poziomie istotności 0,01 zweryfikować hipotezę, iż szkolenie zawodowe istotnie zwiększa wydajność pracy pracowników.

Rozwiązanie

Stawiane hipotezy będą miały postać:


[image: image258.wmf])

(

)

(

:

2

1

0

x

E

x

E

H

=



[image: image259.wmf])

(

)

(

:

2

1

1

x

E

x

E

H

<

; (subskryptem „1” oznaczono populację przed odbyciem szkolenia, natomiast „2”-  po jego odbyciu)

Przyjęty poziom istotności 
[image: image260.wmf]a
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wynosi 0,01. Wyznaczenie statystyki empirycznej wymaga obliczenia dla obu sytuacji (przed i po odbyciu szkolenia) średniej i wariancji wydajności pracy. Dokonamy tego w poniższej tablicy roboczej
	Wydajność

(xi )
	Liczba pracowników
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	n1i
	n2i
	
	
	
	

	10 - 14
	28
	5
	336
	60
	286,72
	224,45

	14 - 18
	18
	20
	288
	320
	11,52
	145,8

	18 - 22
	12
	25
	240
	500
	276,48
	42,25

	22 – 26
	2
	10
	48
	240
	163,68
	280,9

	Razem
	60
	60
	912
	1120
	738,4
	693,4


Otrzymujemy:

- przed odbyciem szkolenia:
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- po odbyciu szkolenia: 
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Wartość statystyki empirycznej ustalimy według wzoru 13:
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Wartość statystyki teoretycznej 
[image: image270.wmf]t
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 zostanie odczytana z tablic rozkładu normalnego dla 
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 (test ma charakter jednostronny) i wynosi ona 2,33.

Zachodzi relacja: 
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, co oznacza, że hipotezę zerową należy odrzucić, czyli przy poziomie istotności 0,01 można twierdzić, że szkolenie zawodowe istotnie wpływa na wzrost wydajności pracy

4.4. Weryfikacja hipotezy dla wskaźnika struktury

Ten typ hipotezy odnosi się najczęściej do przypadków badania populacji generalnej ze względu na cechę opisową (por. również estymacja przedziałowa wskaźnika struktury). Wnioskowanie dotyczy wówczas głównie jej struktury. Zakłada się, że populacja ta ma rozkład dwupunktowy o parametrach p i q, gdzie p jest wskaźnikiem struktury dla wyróżnionych elementów populacji. Stawiana jest hipoteza zerowa o postaci: 
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, która oznacza, że wskaźnik struktury w populacji przyjmie pewną hipotetyczną wartość 
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Zakładany jest poziom istotności 
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-

1

. Z populacji losowana jest duża próba o liczebności przekraczającej 100 elementów. Na podstawie wyników z próby obliczana jest wartość statystyki empirycznej według wzoru:
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gdzie: 
[image: image280.wmf]n

–
liczebność próby,


[image: image281.wmf]m

–
liczba wyróżnionych elementów w próbie,
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hipotetyczny wskaźnik struktury dla wyróżnionych elementów,
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Statystykę teoretyczną odczytujemy z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego:

a) w przypadku testu dwustronnego  - dla 
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b) w przypadku testu jednostronnego - dla 
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Decyzję dotyczącą postawionej hipotezy podejmujemy zgodnie z ogólnymi zasadami.

Przykład 12.

Wśród mieszkańców pewnego miasta przeprowadzono badanie ankietowe dotyczące ulubionego sposobu spędzania wolnego czasu. Uzyskano dane zawarte w poniższym zestawieniu:
	Sposób spędzania wolnego czasu
	Liczba odpowiedzi

	Oglądanie telewizji, słuchanie radia
	120

	Czytanie prasy, książek
	60

	Czynny wypoczynek (zajęcia sportowe)
	55

	Sen
	5


Przy poziomie istotności 0,10 zweryfikować hipotezę, że odsetek osób czynnie spędzających wolny czas wynosi 0,30.

Rozwiązanie

Stawiamy hipotezy o postaci:
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Przyjęty poziom istotności wynosi 0,10.

Ustalamy wskaźnik struktury dla czynnie wypoczywających w próbie: 
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Statystykę teoretyczną 
[image: image290.wmf]t

t

 odczytujemy z tablic rozkładu normalnego dla 
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 (test ma charakter dwustronny) i wynosi ona 1,65. Zachodzi relacja 
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, co oznacza, że hipotezę zerową należy odrzucić, czyli odsetek osób czynnie wypoczywających jest różny od 0,30 (tj. 30 %).
4.5. Weryfikacja hipotezy dla współczynnika korelacji

Omawiany test służy weryfikacji hipotezy, że między dwiema cechami populacji generalnej występuje niezależność w sensie parametrycznym. Przyjmuje się założenie, że rozkład badanych cech jest przynajmniej zbliżony do normalnego. Stawiana jest hipoteza zerowa o postaci: 
[image: image293.wmf]0
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, zakładająca, że pomiędzy badanymi zmiennymi w populacje generalnej występuje niezależność w sensie parametrycznym wobec jednej z poniższych wersji hipotezy alternatywnej:

a) 
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 (występuje zależność w sensie parametrycznym),

b) 
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:

1

>

r

H

 (występuje zależność o kierunku dodatnim),

c) 
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:

1

<

r

H

 (występuje zależność o kierunku ujemnym).

Kolejna czynność dotyczy założenia określonego poziomu istotności 
[image: image297.wmf]a
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. Następnie z populacji generalnej losowana jest mała próba. Na podstawie uzyskanych dla niej wyników przy pomocy współczynnika korelacji liniowej Pearsona 
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 (w wersji dla szeregów szczegółowych) ustalana jest siła i kierunek zależności między badanymi cechami. Uzyskaną wartość współczynnika wykorzystujemy dla wyznaczenia statystyki empirycznej według wzoru:
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Graniczną wartość statystyki teoretycznej odczytujemy z tablic rozkładu t Studenta:

a) w przypadku testu dwustronnego: dla 
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 oraz poziomu istotności 
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b) w przypadku testu jednostronnego: dla 
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Decyzję dotyczącą prawdziwości hipotezy zerowej podejmujemy zgodnie z ogólnymi zasadami.

Należy podkreślić, że podana procedura może być wykorzystana jedynie w warunkach stosowalności współczynnika korelacji liniowej Pearsona, tzn. obie cechy muszą mieć charakter liczbowy, a związek między nimi prostoliniowy. W pozostałych przypadkach należy stosować prezentowany dalej test niezależności.

Przykład 13.

Dla losowej próby 20 małżeństw zebrano informacje dotyczące wieku współmałżonków w momencie zawierania przez nich związku małżeńskiego i przy pomocy współczynnika korelacji liniowej Pearsona zbadano zależność ich wieku. Uzyskano 
[image: image304.wmf]80
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. Zweryfikować hipotezę, że istnieje istotna dodatnia zależność między wiekiem kobiet i mężczyzn wstępujących w związek małżeński. Przyjąć poziom istotności 0,01

Rozwiązanie

Stawiamy hipotezy o postaci:
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, tzn. między badanymi cechami występuje niezależność,
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,czyli między badanymi cechami występuje zależność dodatnia.

Założono poziom istotności 
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= 0,01. Wartość statystyki empirycznej ustalamy według wzoru 5.15:
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Statystykę teoretyczną odczytujemy z tablic rozkładu t Studenta dla 
k = 20 – 2 = 18 oraz 
[image: image309.wmf]02
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; otrzymujemy 
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. Zachodzi relacja: 
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, co oznacza, że przy poziomie istotności 0,01 można twierdzić, iż występuje istotna dodatnia zależność między wiekiem osób zawierających związek małżeński.

4.6. Test niezależności 
[image: image312.wmf]2
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(chi-kwadrat)
Test ten służy weryfikacji hipotezy, że dwie zmienne opisujące populację generalną są niezależne. Stawiana hipoteza zerowa ma postać: 
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 i zakłada niezależność badanych zmiennych. Zauważmy, iż został w niej wykorzystany warunek niezależności cech w sensie nieparametrycznym. Alternatywna wobec niej hipoteza zakłada występowanie zależności i ma postać: 
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. Z populacji generalnej losowana jest duża próba, a wyniki dla niej uzyskane ujmowane są w postaci tablicy korelacyjnej o l wierszach i s kolumnach. Liczebność próby (przy uwzględnieniu liczby wariantów obu cech) winna być na tle duża, by każde 
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 było nie mniejsze od 8. Zakłada się poziom istotności 
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. Na podstawie tablicy korelacyjnej wyznaczana jest wartość statystyki empirycznej według wzoru:
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Wartość statystyki teoretycznej 
[image: image318.wmf]t
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 odczytywana jest z tablic rozkładu 
[image: image319.wmf]2

c

 dla 
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 oraz poziomu istotności 
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. Gdy zachodzi relacja 
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odrzucamy hipotezę zerową o niezależności cech w populacji generalnej; w przeciwnym przypadku występuje brak podstaw do jej odrzucenia. 

Przykład 5.14.

Dla losowej próby bezrobotnych zarejestrowanych w Powiatowym Urzędzie Pracy w „K” zebrano informacje dotyczące ich poziomu wykształcenia (X) oraz czasu pozostawania bez pracy (Y). Wyniki badania ujęto w poniższej tablicy korelacyjnej.

Tablica 5.4. Bezrobotni zarejestrowani w Powiatowym Urzędzie Pracy w „K” według poziomu wykształcenia i czasu pozostawania bez pracy.

	Czas pozostawania bez pracy w miesiącach
	Poziom wykształcenia
	
[image: image323.wmf]i
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	podstawowe
	średnie
	wyższe
	

	do 6
	15
	15
	15
	45

	6 - 12
	25
	25
	10
	60

	12 - 24
	30
	15
	10
	55

	
[image: image324.wmf]j
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	70
	55
	35
	160


Źródło: Dane umowne

Na poziomie istotności 0,05 zweryfikować hipotezę o niezależności czasu pozostawania bez pracy od poziomu wykształcenia bezrobotnych.

Rozwiązanie

Stawiamy hipotezę zerową o niezależności czasu pozostawania bez pracy od poziomu wykształcenia bezrobotnych o postaci 
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 i hipotezę wobec niej alternatywną 
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 zakładającą, że taka zależność występuje. 

Statystykę empiryczną obliczamy w poniższej tablicy roboczej zgodnie z wzorem 16 wykonując następujące działania (ich kolejność ponumerowano w pierwszym wierszu poniższej tablicy roboczej):

1) przekształcenie rozkładów brzegowych liczebności w rozkłady częstości,

2) ustalenie iloczynów częstości brzegowych 
[image: image327.wmf]j
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 dla każdego pola tablicy korelacyjnej,

3) określenie dla każdego pola tablicy liczebności hipotetycznych poprzez wyznaczenie iloczynów 
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4) ustalenie dla każdego pola tablicy wielkości różnic liczebności empirycznych i hipotetycznych , a następnie kwadratów tych różnic zgodnie z formułą 
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5) określenie dla każdego pola tablicy ilorazu 
[image: image330.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image331.wmf](
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, a następnie ich sumy.
	Czas pozostawania bez pracy w miesiącach
	Poziom wykształcenia
	
[image: image332.wmf]i
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	podstawowe
	średnie
	wyższe
	

	do 6
	15

2) 0,123

3) 19,7

4) 22,09

5) 1,12
	15

0,097

15,5

0,25

0,02
	15

0,061

9,8

27,04

2,76
	1) 0,281

	6 - 12
	25

0,164

26,2

1,44

0,05
	25

0,129

20,6

19,36

0,94
	10

0,082

13,1

9,61

0,73
	0,375

	12 - 24
	30

0,151

24,2

33,64

1,39
	15

0,118

18,9

15,2

0,80
	10

0,075

12

4

0,33
	0,344
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	0,438
	0,344
	0,218
	1,00


Na podstawie wykonanych obliczeń otrzymujemy zgodnie z wzorem 5.16 
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= 8,14. 

Dla 
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 z tablic rozkładu 
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 odczytujemy wartość statystyki 
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 = 9,488. Ponieważ zachodzi relacja 
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 stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, co oznacza, że przy poziomie istotności 0,05 można twierdzić, iż występuje niezależność czasu pozostawania bez pracy od poziomu wykształcenia bezrobotnych.

4.7. Test zgodności 
[image: image340.wmf]2
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 (chi-kwadrat)
Może być on wykorzystywany do weryfikacji hipotez dwojakiego rodzaju:

a)  populacja posiada określony typ rozkładu,

b)  dwie wylosowane próby pochodzą z populacji o takim samym rozkładzie.

Rozważania ograniczymy do pierwszego przypadku. Stawiana jest w tym przypadku hipoteza zerowa, że dystrybuanta empiryczna 
[image: image341.wmf])
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, ustalana na podstawie wyników z wylosowanej dużej próby, jest zgodna z dystrybuantą teoretyczną 
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 określonego typu rozkładu; można to wyrazić zapisem: 
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. Wobec tak sformułowanej hipotezy stawiana jest hipoteza alternatywna: 
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. Zgromadzony na podstawie wylosowanej próby materiał statystyczny ujmowany jest w postaci szeregu rozdzielczego punktowego bądź przedziałowego. Liczebność próby, przy uwzględnieniu liczby klas, winna być tak dobrana, by liczebność każdej z klas była nie mniejsza niż 5. Następnie zakłada się poziom istotności 
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gdzie: 
[image: image347.wmf]i

n

- oznacza liczebność i-tej klasy,


[image: image348.wmf]i

p

- prawdopodobieństwo teoretyczne, że badana zmienna przyjmie wartości należące do i-tej klasy; prawdopodobieństwa te mogą być odczytywane z tablic odpowiedniego rozkładu teoretycznego.
 Analizując powyższy wzór należy zauważyć, iż ma w tym przypadku miejsce porównywanie szeregu liczebności empirycznych z oszacowanymi liczebnościami hipotetycznymi (teoretycznymi). Statystykę teoretyczną 
[image: image349.wmf]t
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 odczytujemy z tablic rozkładu 
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 EMBED Equation.3  [image: image351.wmf]dla 
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 (gdzie: 
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 – liczba klas w szeregu rozdzielczym, 
[image: image355.wmf]l

 – liczba szacowanych z próby parametrów) i poziomu istotności 
[image: image356.wmf]a
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. Końcową decyzję podejmujemy zgodnie z ogólnymi zasadami.

Przykład 5.15.

W badaniach warunków życia mieszkańców pewnego miasta zebrano m. in. informacje o wysokości dochodów przypadających na 1 członka gospodarstwa domowego. Dla losowej próby 200 gospodarstw uzyskano następujące wyniki badań:
	Dochód na 1 osobę w zł
	Liczba gospodarstw

	150 – 350
	5

	350 – 550
	25

	550 – 750
	80

	750 - 950
	70

	950 - 1150
	15

	1150 - 1350
	5


Na poziomie istotności 0,01 zweryfikować hipotezę, że rozkład dochodów w gospodarstwach domowych ma charakter rozkładu normalnego.

Rozwiązanie

Stawiana jest hipoteza zerowa o postaci 
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zakładająca, że rozkład dochodów ma charakter rozkładu normalnego i przeciwstawna niej hipoteza alternatywna 
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. Z uwagi na dużą próbę, wartość średnią i odchylenie standardowe dochodów ustalone z próby, możemy przyjąć jako parametry rozkładu normalnego. Otrzymujemy:
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W wyniku tych ustaleń hipotetyczny rozkład normalny posiadałby parametry: N(730 zł; 181,6 zł). Dalsze obliczenia pomocnicze dla wyznaczenia statystyki empirycznej zgodnie z wzorem 17 zostaną wykonane w poniższej tablicy roboczej, w której:

- w kolumnie 1. poszczególne przedziały klasowe zastąpiono ich górnymi krańcami,

- w kolumnie 2. podano liczebności empiryczne poszczególnych klas,

- w kolumnie 3. dokonano standaryzacji górnych końców przedziałów klasowych według formuły: 
[image: image361.wmf])
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- w kolumnie 4. umieszczono wartości dystrybuanty teoretycznej rozkładu normalnego dla poszczególnych 
[image: image362.wmf]i
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 odczytane z tablic rozkładu normalnego,

- w kolumnie 5. na podstawie odczytanych wartości dystrybuanty ustalono prawdopodobieństwa teoretyczne uzyskania dochodów mieszczących się w poszczególnych przedziałach klasowych,

- w kolumnie 6. ustalono teoretyczne liczebności dla poszczególnych klas,

- w kolumnie 7. dokonano obliczenia statystyki empirycznej.
	Dochód na 1 osobę w zł (
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	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	350
	5
	- 2,09
	0,0183
	0,0183
	3,7
	1,76

	550
	25
	- 0,99
	0,1611
	0,1428
	28,6
	0,45

	750
	80
	0,11
	0,5438
	0,3827
	76,5
	0,16

	950
	70
	1,21
	0,8869
	0,3431
	68,6
	0,03

	1150
	15
	2,31
	0,9896
	0,1027
	20,5
	1,48

	1350
	5
	3,41
	~ 1,00
	0,0104
	2,1
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Wartość statystyki empirycznej 
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 wynosi 7,88. Statystykę teoretyczną 
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 odczytujemy z tablic rozkładu
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 EMBED Equation.3  [image: image373.wmf]dla k = 6 – 2 – 1 = 3 i poziomu istotności 
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= 0,01. Otrzymujemy 
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 = 11,345. Zachodzi relacja: 
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, wobec czego przy poziomie istotności 0,01nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, że rozkład dochodów na jedną osobę w gospodarstwach domowych ma charakter rozkładu normalnego

4.8. Test zgodności Kołmogorowa

Ma on podobny charakter do wyżej omawianego testu. Zadaniem testu Kołmogorowa jest weryfikacja hipotezy o zgodności rozkładu określonej populacji z rozkładem normalnym. Badanie zgodności odbywa się poprzez porównywanie wartości dystrybuanty empirycznej i dystrybuanty hipotetycznej rozkładu normalnego. Test ten ma zastosowanie do zmiennych typu ciągłego, dla innego typu  zmiennych należy wykorzystać podany wyżej test zgodności 
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Stawiana na wstępie hipoteza zerowa ma postać 
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, gdzie dystrybuanta empiryczna F(x) ustalana na podstawie wyników z wylosowanej dużej próby, zaś 
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 jest dystrybuantą teoretyczną rozkładu normalnego. Zakłada ona, że rozkład badanej zmiennej w populacji generalnej jest zgodny z rozkładem normalnym. Wobec tak sformułowanej hipotezy stawiana jest hipoteza alternatywna o postaci 
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 o braku takiej zgodności. Z populacji generalnej losowana jest duża próba, a jej wyniki ujmowane są w szeregu rozdzielczym przedziałowym. Zalecane jest tworzenie dużej liczby klas, gdyż daje to możliwość badania zgodności w wielu punktach. Dla utworzonego szeregu wyznaczamy wartości dystrybuanty empirycznej 
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. Tworzy je szereg częstości skumulowanej. Duża próba pozwala na przyjęcie jej średniej 
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 jako parametrów rozkładu normalnego 
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. Z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego dla górnych krańców poszczególnych przedziałów klasowych odczytujemy wartości dystrybuanty hipotetycznej 
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gdzie: 
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 oznacza maksymalną różnicę odpowiadających sobie wartości dystrybuant empirycznej i teoretycznej,
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 – liczebność wylosowanej próby.

Wartość statystyki teoretycznej 
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 - przy założeniu poziomu istotności 
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- odczytujemy z tablic granicznego rozkładu Kołmogorowa dla 
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hipotezę zerową należy odrzucić, w przeciwnym przypadku brak jest podstaw do jej odrzucenia, co oznacza występowanie zgodności rozkładu badanej zmiennej w populacji generalnej z rozkładem normalnym. Należy również dodać, że istnieje odmiana tego testu pozwalająca na weryfikację hipotezy o zgodności rozkładów dwóch populacji określana mianem testu zgodności Kołmogorowa – Smirnowa.

Przykład 16.

Na podstawie danych z przykładu 15 - przy poziomie istotności 0,05 - zweryfikować hipotezę, że rozkład dochodów w całej populacji gospodarstw domowych jest normalny.

Rozwiązanie

Stawiane hipotezy mają postać identyczną jak w przykładzie 15, tj. 
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. Z uwagi na dużą próbę – podobnie jak poprzednio - średnią i odchylenie standardowe z próby możemy przyjąć jako parametry rozkładu normalnego. Wobec tego hipotetyczny rozkład normalny posiadać będzie parametry: N(730 zł; 181,6 zł). Dalsze obliczenia pomocnicze dla wyznaczenia statystyki empirycznej zgodnie z wzorem 18 zostały wykonane w poniższej tablicy roboczej, w której:

- w kolumnie 1.poszczególne przedziały klasowe zastąpiono ich górnymi krańcami,

- w kolumnie 2. podano liczebności empiryczne poszczególnych klas,

- w kolumnie 3. dokonano standaryzacji górnych końców przedziałów klasowych według formuły: 
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- w kolumnie 4. umieszczono wartości dystrybuanty teoretycznej rozkładu normalnego dla poszczególnych 
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 odczytane z tablic dystrybuanty rozkładu normalnego,

- w kolumnie 5. umieszczono wartości dystrybuanty empirycznej odpowiadające częstościom skumulowanym,

- w kolumnie 6. ustalono bezwzględne odchylenia wartości dystrybuant empirycznej i teoretycznej.
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	350
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	- 2,09
	0,0183
	0,025
	0,0067
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	25
	- 0,99
	0,1611
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	0,11
	0,5438
	0,55
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	950
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	1,21
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	1150
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	2,31
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	0,0146

	1350
	5
	3,41
	~ 1,00
	1,00
	0
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Na podstawie obliczeń wykonanych w ostatniej kolumnie otrzymujemy D = max
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= 0,0146. Podstawiając tę wartość do wzoru 18 uzyskujemy: 
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. Statystykę teoretyczną odczytujemy z tablic granicznego rozkładu Kołmogorowa (tablica 4 w Aneksie) dla 
[image: image406.wmf]95

,

0

05

,

0

1

=

-

. Wynosi ona 1,36. Zachodzi relacja 
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, a więc przy poziomie istotności 0,05 można przyjąć, że rozkład dochodów w badanej populacji jest normalny.
4.9. Test serii

Ten rodzaj testu posiada szerokie zastosowanie w procedurach weryfikacji hipotez statystycznych. Może być stosowany do weryfikacji hipotez:

a) o losowości próby,

b) o liniowej postaci funkcji regresji,

c) że dwie populacje posiadają ten sam typ rozkładu. 

Dalsze rozważania ograniczymy do pierwszego przypadku, ponieważ warunek losowości próby jest podstawą metod wnioskowania statystycznego. Serią określa się każdy podciąg kolejnych wyrazów ciągu n- elementowego, który ma identyczne wartości oraz który poprzedza, ewentualnie za którym występuje inna wartość niż w określonym podciągu. Jako szczególny przypadek serii można przyjąć ciąg elementów pobieranych do próby. Test ten jest szczególnie zalecany, gdy elementy te są pobierane w pewnych momentach czasowych, a w miarę upływu czasu istnieje możliwość zmiany rozkładu populacji bądź zmiany prawdopodobieństwa wylosowania kolejnych elementów.

Populacja generalna może mieć dowolny rozkład. Pobierana jest z niej próba licząca n elementów. Dla uzyskanych wyników z próby ujętych w szeregu szczegółowym wyznaczamy wartość mediany według zasad poznanych w rozdziale II. Następnie w szeregu pierwotnym (nieuporządkowanym) każdemu wynikowi 
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 przypisujemy symbol „a”, natomiast gdy 
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 - symbol „b”. W ten sposób pierwotny ciąg wyrazów
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 zostaje zastąpiony ciągiem symboli „a” i „b”. W ciągu tym ustalamy liczbę serii (podciągów składających się z jednakowych symboli) oznaczaną dalej jako k. Liczbę tę należy traktować jako statystykę empiryczną. Statystykę teoretyczną (hipotetyczną liczbę serii) wyznaczamy z tablic rozkładu serii określając dwie wielkości 
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wówczas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o losowości próby. W przeciwnym przypadku hipotezę taką należy odrzucić.

Przykład 5.17.

W badaniach wyników studiowania osiąganych przez studentów pewnej uczelni z ich populacji wylosowano próbę 25 studentów, dla której ustalono następujące średnie z całego toku studiów: 3,11; 4,05; 3,75; 3,33; 4,25; 3,15; 3,96; 4,02; 2,99; 3,28; 3,65; 4,12; 3,48; 3,73; 3,26; 2,87; 4,54; 3,24; 4,15; 3,66; 3,74; 4,28; 3,90; 3,45; 4,67. Na poziomie istotności 0,10 zweryfikować hipotezę, że dobór próby był losowy.

Rozwiązanie

Dla uzyskanych wyników ustalamy wartość mediany 
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 zgodnie z zasadami obowiązującymi dla szeregów szczegółowych. W analizowanym przypadku medianą jest trzynasta w kolejności ( po uprzednim uporządkowaniu) średnia i wynosi ona 3,73. Uzyskane wyniki zastępujemy symbolami: gdy 
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 przypisujemy symbol „a”, natomiast gdy 
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 w którym liczba serii k wynosi 16. Liczba elementów „a” wynosi 12 i elementów „b” również 12. Z tablic rozkładu liczby serii (tablica 5. w Aneksie) odczytujemy:

- 
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Zachodzi relacja 
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, co oznacza, że dobór próby był losowy.
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	Rozpiętość klas
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	Moment zwykły rzędu pierwszego
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	Moment centralny rzędu drugiego
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	Moment centralny rzędu trzeciego
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	Moment centralny rzędu czwartego

	
[image: image443.wmf]N

x

x

N

i

i

å

=

=

1


	Średnia arytmetyczna w szeregu szczegółowym
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	Średnia arytmetyczna w szeregu rozdzielczym punktowym
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	Średnia arytmetyczna w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi
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	Średnia geometryczna
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	Średnia chronologiczna

	
[image: image450.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

0

·

h

n

n

n

n

n

n

x

x

D

+

-

-

-

+

-

-

+

=


	Dominanta w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi
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	Mediana w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi

	
[image: image452.wmf](

)

0

0

0

1

·

4

1

0

h

n

cum

N

x

x

Q

n

-

-

+

=


	Kwartyl pierwszy w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi
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	Kwartyl trzeci w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi
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	Obszar zmienności
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	Odchylenie ćwiartkowe
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	Wariancja w szeregu szczegółowym
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	Wariancja w szeregu rozdzielczym punktowym
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	Wariancja w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi
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	Równość wariancyjna
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	Odchylenie standardowe w szeregu szczegółowym
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	Odchylenie standardowe w szeregu rozdzielczym punktowym
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	Odchylenie standardowe w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi
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	Odchylenie przeciętne w szeregu szczegółowym
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	Odchylenie przeciętne w szeregu rozdzielczym punktowym
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	Odchylenie przeciętne w szeregu rozdzielczym z przedziałami klasowymi
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	Klasyczny współczynnik zmienności
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	Kwartylowy współczynnik zmienności
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	Absolutna miara skośności
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	Współczynnik skośności
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	Kwartylowy współczynnik skośności
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	Trzeci moment centralny standaryzowany
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	Współczynnik koncentracji
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	Miara kurtozy
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	Miara ekscecsu
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	Współczynnik Czuprowa
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	Współczynnik Hellwiga
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	Stosunek korelacyjny

	
[image: image484.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

N

y

y

N

x

x

N

y

y

x

x

y

s

x

s

y

x

c

r

i

i

i

i

i

i

i

P

å

å

å

-

-

-

-

=

=

2

2

·

·

·

,


	Współczynnik korelacji liniowej Pearsona dla szeregów szczegółowych
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	Współczynnik korelacji liniowej Pearsona dla tablicy korelacyjnej
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	Współczynnik korelacji rang Spearmana
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	Równanie regresji Y względem X
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	Parametr równania regresji (współczynnik regresji)
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	Parametr równania regresji
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	Współczynnik zbieżności
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	Współczynnik determinacji
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	Różnica absolutna jednopodstawowa
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	Różnica absolutna łańcuchowa
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	Różnica względna jednopodstawowa
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	Różnica względna łańcuchowa
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	Indeks indywidualny jednopodstawowy
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	Indeks indywidualny łańcuchowy
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	Średnie ruchome trzyokresowe
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	Średnie ruchome pięciookresowe
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	Równanie trendu
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	Parametr równania trendu
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	Parametr równania trendu
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	Współczynnik zbieżności dla równania trendu
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	Średnie tempo zmian
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	Wskaźnik sezonowości oparty na średnich okresów jednoimiennych
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	Wskaźnik sezonowości oparty na średnich ruchomych centrowanych
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	Wskaźnik sezonowości oparty na równaniu trendu
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	Współczynnik korygujący surowe wskaźniki sezonowości
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	Przedział ufności dla średniej (mała próba)
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	Przedział ufności dla średniej (duża próba)
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	Wariancja dla małej próby
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	Minimalna liczebność próby dla szacowania średniej
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	Przedział ufności dla wskaźnika struktury
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	Przedział ufności dla wariancji/ odchylenia standardowego (mała próba)
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	Przedział ufności dla odchylenia standardowego / wariancji (duża próba)
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	Przedział ufności dla współczynnika korelacji
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	Statystyka empi-ryczna przy wery-fikacji hipotezy dla średniej(mała próba)
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	Statystyka empiryczna przy weryfikacji hipotezy dla średniej (duża próba)
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	Statystyka empiryczna przy weryfikacji hipotezy dla dwóch średnich (mała próba)
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	Statystyka empiryczna przy weryfikacji hipotezy dla dwóch średnich (duża próba)

	
[image: image521.wmf]n

q

p

p

n

m

t

emp

0

0

0

·

-

=


	Statystyka empiryczna przy weryfikacji hipotezy dla wskaźnika struktury
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	Statystyka empiryczna przy weryfikacji hipotezy dla współczynnika korelacji
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	Statystyka empiryczna dla testu niezależności chi-kwadrat
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	Statystyka empiryczna dla testu zgodności chi-kwadrat
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	Statystyka empiryczna dla testu zgodności Kołmogorowa
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1  – dla ujemnych wartości t należy wykorzystywać własność symetrii rozkładu normalnego
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